Analiza matematyczna III
Lista 12

Zad 1. Znalez¢ jawng postaé¢ f wiedzac, ze funkcja f jest holomorficzna oraz
a) Ref(z) =Rez+1, f(0)=1+1, b) Re f(z) =Rez-Imz, f(0)=0.
Zad 2. Czy istnieje funkcja holomorficzna f = u + iv, taka, ze
a) u=v, b) u =2+ c) v =sinuz, d) u=e"—év.

Zad 3. Wykazac, ze jesli funkcja holomorficzna przyjmuje tylko wartosci rzeczywiste, to jest stata.

Zad 4. Wykazaé, ze jesli funkcja f i funkcja do niej sprzezona f sa rozniczkowalne w sensie
zespolonym w punkcie zg € C, to f'(z9) = 0.

Zad 5. Jesli f = u+iv oraz z = r(cos p+ising), to u i v mozna traktowac jako funkcje zmiennych
r, ¢. Pokazaé¢, ze u i v spelniaja warunki Cauchy-Riemmana wtedy i tylko wtedy, gdy
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Zad 6. Wykazac, ze jesli u jest czescia rzeczywista pewnej funkcji holomorficznej, to u jest funkcja
harmoniczna, czyli spelnia réwnanie Laplace’a
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Na odwrot pokazaé, ze kazda funkcja harmoniczna jest czescia rzeczywista pewnej funkeji holo-
morficznej. Jak rzecz ma sie dla czesci urojonej funkeji holomorficznej?

Zad 7. Sprawdzié, czy podane funkcje sg harmoniczne, jesli tak, to znalez¢ funkcje harmoniczne z

nimi sprzezone: a) v = 3 In(2?+y?), b) u = 2z —2a*+3xy?, ¢) u = oS Cos Y, d) u= ﬁ

Zad 8. Niech z € C\ {0}. Obliczy¢ caltke f7 % d¢, gdzie vy jest dowolnie wybrana krzywa nieprze-
chodzaca przez zero i taczaca punkty 11 z.

Zad 9. Obliczy¢ calki:
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a) / =14+ —— dz, b) / Z dz, c) / ze* dz.
le—1]=2 (z —1)? |2—z0|=r [144,1—i]

Zad 10. Obliczy¢ calki / f(2) dz, gdzie
K
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a) f(z) = Eik K jest pierwsza ¢wiartka okregu o promieniu R i srodku w (0,0) skierowang
przeciwnie do ruchu wskazowek zegara,

b) f(z) =cosz, K to tuk poétokregu o promieniu 1 taczacy punkty zo = —i, 21 = 1,
c) f(z) =sin(z), K to lamana zamknig¢ta o wierzchotkach z =0,z = 7,z = § + 71,

d) f(z) = z¢*, K jest tukiem elipsy z? + 2y* = 1 lezacym w pierwszej ¢wiartce taczacym
punkty zo =1,2; = \/L?

e) f(2) = 5, K jest lukiem paraboli y = 2? laczacym punkty zo = 0,2z, = 1 + 1,
f) f(z) =€, K jest odcinkiem o poczatku z = 1 i koricu z = 1,

g) f(z) = Re(z), K jest czescia krzywej taczacej punkt (0,0) z punktem (1,1),

h) f(z)=2+%, K={zeC:|z-1|=2}



